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Developpements limites usuels en 0 



i + ^ + lr + .-. + ^ + Q^ 1 ) 



n\ 

,,2ra+l 



sh x 



ch x 



= x - 



3! 



„ x x 

1+ 2 ! + ¥ 



(2n+l)! 



(2 n)\ 



- O (x 2n + 3 ) 
+ O (x 2n+2 ) 



,,2ra+l 



:C ^¥ + "' + (_1)n (2n+l)! 4 

0 ,2 -4 „2n 

1 _ ±_ + ±_ + . . . + 

2! 4! 1 ’ (2 n)! 



O (x 2n + 3 ) 

+ O (x 2n+2 ) 



(1 + x) c 

1 

1 — a; 
ln(l — x) 
1 

1 + x 
ln(l + x) 

y/l + x 
1 

Vi + ® 

Arctan a; 

Argth a? 

Arcsin a; 

Argsh x 



= 1 + aa; + 



*(a — 1) 
2 ! 



+ • • • + 



t(a — 1) • • • (a — n + 1) 



n! 



O (x n+1 ) 



a: 2 a; 3 x 4 x n 

~ X ~ 2 ~~ 3 ~~ 4 n 



1 + a: + a; 2 + a: 3 4 b a:" + O (x n+1 ) 

O (x n+l ) 

1 — x + x 2 — x 3 — • + (— l) n x n + O (a? n+1 ) 

~,2 „3 „4 -n 

^-y + y-y + --- + (-ir- 1 ^ + 0(a : ^) 






3/ 3 9 / \ ' 

l-2 + 8 X + 



i _ 1 1 x 3 x • • • x (2 n — 3) 
2 x 4 x • • • x 2n 
, 1 x 3 x • • • x (2 n — 1) 



x n + O (a?" +1 ) 



2 x 4 x • • • x 2?i 



x n + O (a: n+1 ) 



X , „ X 

x- + ••• + (-!)" 



2n+l 



2n ~b 1 



O (x 2n + 3 ) 



P 2n+1 



= X - 



= X - 



3 

1 x 3 

2~3~ 

1 a; 3 



O (x 2n + 3 ) 



2n 4- 1 

1 x 3 x • • ■ (2n - 1) V n+1 
2 x 4 x • • • x 2n 2n + 1 
l lx3x--(2n-l) V n+1 



07 — f — 1 ] 

23 v ' 2 x 4 x • • • x 2n 2n + 1 



+ O (x 2n+3 ) 

+ O (a; 2n+3 ) 



th a; 



tan x 



15 



17 

315” 



O (x 9 ) 



i+ ‘ i 3 + ^ i5 + 21 i t + o ( 3:8 ) 
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Developpements en serie entiere usuels 



e ax 


co n n 

= J2 — x n 

n= 0 


fl G C 


sh x 


CO 1 

_ r 2n+l 

n % 0 (2n+l)!' C 


xGl 


ch x 


CO 1 

= V x 2 " 

n=o(2n)! 


xGl 


sin x 


_ y' ( _1 )" „2n+ 1 

£ 0 (2n+l)!‘ 


xGl 


cos X 


- V ( - 1} %2n 

n=o (2n)! 


iGl 



(1 + *)“ 

1 

a — x 
1 

(a — x ) 2 

1 

(a — x) k 
ln(l — x) 

ln(l + x) 

VI + X 

1 

VI V x 
Arctan x 

Argth x 

Arcsin x 



°° a (a — 1) • • • (a — n + 1) 



i+ E 

n=l 
oo 1 

E — 

n— 0 & 



n! 



n+1 



°° n + 1 

E — — 



— n n+2 
n—0 a 

oo C, k ~} 
y* ri+fc— 1 n 

^ „n+fc 
n—0 a 



x n (a G M) 
(a G C*) 
(a G C*) 
(a G C*) 



-E-^ n 

n—1 ^ 

co \n— 1 

E - — - — 

n—1 

1 , £ , r i^n-i 1 x 3 x • • • x (2re — 3) 
2 n =2 2 x 4 x • • • x (2n) 

1 + y ( _i)» 1 x 3 x — • x (2n — 1) ^ 

2 x 4 x • • • x (2n) 

V ^ ' X 2ra+1 

n=0 ^ n + 1 



CO 1 

E 



r 2n+l 



=o + 1 

1 x 3 x ••• x (2 n- 1) V n+1 



E 



Vi 2 x 4 x • • • x (2 n) 2?z + 1 

„ , f r lln lx3x-x(2n-l) 

2 x 4 x • • • x (2 n) 2?i + 1 



a; G ] -1 ; 1 [ 

2 G ] — M ; |a| [ 
s G ] -|a| ; |a| [ 

* G ] -|o| ; |a| [ 

x G [- 1 ; 1 [ 

£ G ] -1; 1] 

* G ] -1; 1 [ 

£ e ] - 1; 1 [ 

£ G [-1 ; 1] 
x G ] — 1 ; 1 [ 
x G ] — 1 ; 1 [ 
x G ] -1; 1 [ 



Argsh x 




3 




cotan x 



n £ Z 



log a x o £ 1* \ {1} 



a x In a 



1 + tan" x = 



1-th i = 



1 — coth 2 x = 



Arcsin x 



Arccos x 



Arctan x 



Argsh x 



Argch x 



s/1 — x 2 

-1 

s/1 — X 2 
1 

1 + X 2 

1 

s/x 2 + 1 
1 

s/x 2 — 1 



\ i ; +oo [ 



Argth x 



]-!;![ 
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(x - x 0 ) n x o e R 

n G Z \ {—1} 

(a: - x 0 )“ G R 

a G C \ {—1} 

(a; - 2 0 ) n G C \ 1 

n G Z \ {—1} 



(a: - x 0 ) n+1 
n + 1 

(x - aj 0 ) a+1 
cn 1 

(a: - z 0 ) ra+1 
n + 1 

In la: — a| 



n G N : iGl 
n G Z \ (N U {—1}) : 
x G ] -oo ; xo [ , ] Xo ; +oo | 

] x 0 ; +oo [ 



] -oo ; a [ , ] a ; +oo [ 



x — (a + ib) 



ci G R, b G 



■ In (a: — a) 2 + b 2 



Arctan 



II Fonctions usuelles 

Fonction Primitive Intervalles 



In a: 


a:(lna: — 1) 


] 0 ; +oo [ 


e ax «GC* 


—e ax 

a 


R 


s'mx 


— cosx 


R 


cosx 


s'mx 


R 


tana: 


— In cos a; 


-77 + fe7r ; 77 + kir 


cotan x 


In | sina;| 


} kir ; ( k + 1)7T [ 


sh x 


ch x 


R 


ch x 


sh x 


R 


th x 


ln(ch x) 


R 


coth x 


In sh x| 


] -00 ; 0 [ , ] 0 ; +00 [ 
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III Puissances et inverses de fonctions usuelles 



Fonction 



Primitive 



Intervalles 



-L — = 1 — tlr 2 x 



x sin 2x 

2 ~ 



COS 2 X 



x sin 2x 
2 4 



tan 2 x 



1 71- 7T 

tan x — x — — + kn ; — + kn 



cotan x 



— cotan x — x 



kn ; (k + 1)7T [ 



sh 2x x 



sh 2x x 



x — tlr x 



coth 2 x 



x — coth x 



] -oo ; 0 [ , ] 0 ; +oo [ 



X 

In tan — 
2 



kn ; ( k + 1)7T [ 



In tan 



U + l) 



-77 + fc7r ; \ + k7T 



2 Arctan e x 



] -00 ; 0 [ , ] 0 ; +00 [ 



= 1 + cotan 2 x 



— cotan x 



kn ; ( k + 1)7T [ 



= 1 + tan 2 x 



-77 + fc7r ; 77 + fc7r 



= coth 2 x — 1 



— coth x 



} -00 ; 0 [ , ] 0 ; +00 [ 



— cotan x — 



cotan 3 x 



kn ; ( k + 1)7T [ 



cos 4 x 



tan x + 



tan 3 x 



-77 + fc7r ; \ + k7T 
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Primitives usuelles 



IV Fonctions derivees de fonctions reciproques 



Fonction Primitive Intervalles 
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Trigonometrie 



I Fonctions circulaires 

1 Premieres proprietes 





sinx 


cosx 


tana; 




cotan x 


Ensemble de 
definition 


R 


R 


R \ | — + kn 


k £ zj 


R \ 7 rZ 


Periode 


27T 


27 r 


7 r 


7 r 


Parite 


impaire 


paire 


impaire 


impaire 


/(tt - x) 


sinx 


— cosx 


— tana; 


— cotan x 


/(7T + x) 


— sinx 


— cosx 


tana; 


cotan x 


Kh x ) 


cosx 


sinx 


cotan x 


tana; 




cosx 


— sinx 


— cot an x 


— tana; 


Ensemble de 
derivabilite 


R 


R 


R \ | — + kn 


fee zj 


R \ 7rZ 










1 


— 1 — cotan 2 x 


Derivee 


COSX 


— sinx 


1 + tan 2 x = 


-1 


COS 2 X 


sin 2 x 



2 Valeurs remarquables 





cosx 



0 





Trigonometrie 





0 


7t/6 


7t/4 


7t/3 


7t/2 


sinx 


0 


x/1/2 


x/2/2 


x/3/2 


1 


cosx 


1 


x/3/2 


x/2/2 


\/l/2 


0 


tanx 


0 


1/V3 


1 


V3 


indefini 


cotan x 


indefini 


V3 


1 


1/V3 


0 



II Fonctions reciproques des fonctions circulaires 

1 Definition 

Les periodicites et les symetries des fonctions trigonometriques introduisent une 
difRculte pour resoudre les equations du type sin a: = A. Par exemple, n/6 , 57r/6 et 
7r/6 + 47 t ont tous la meme image par la fonction sinus. Les « fonctions circulaires 
reciproques » Arcsin , Arccos , Arctan et Arccot ne sont pas de vraies reciproques, 
puisque les fonctions de depart ne sont pas des bijections ; ajoutons qu’elles ne sont 
pas periodiques. II faut les combiner avec la periodicite et, pour sinus et cosinus, avec 
les symetries par rapport a l’axe des ordonnees et l’axe des abscisses respectivement. 

• Si sinx = A G [ — 1 ; 1 ], alors x = Arcsin A mod 27r 

ou x — 7r — Arcsin A mod 27r 

• Si cos a: = A G [— 1 ; 1 ], alors x = Arccos A mod 27 r 

ou x = — Arcsin A mod 27 t 

• Si tana: = A G R, alors x = Arctan A mod n 

• Si cotan x = A G R, alors x = Arccot A mod n 

Le probleme reciproque est, lui, sans difficulte : si x = Arcsin A, alors sin a: = A. 



2 Proprietes 



Arcsin x Arccos x Arctan x Arccot x 



Ensemble de 
definition 

Ensemble 

image 

Periode 

Parite 

Ensemble de 
derivabilite 



[ — 1 ; 1 ] 


[ — 1 ; 1 ] 


R 


R 


[-tt/2 ;tt/2] 


[o ; tt] 


] —tt/2 ; 7t/2 [ 


] 0 ; tt [ 


aucune 


aucune 


aucune 


aucune 


impaire 


aucune 


impaire 


aucune 


]-!;![ 


] — 1 ; 1 [ 


R 


R 


l 


-l 


1 


-1 


\/l — X 2 


\/l — X 2 


1 + X 2 


1 + X 2 



Derivee 

























Trigonometrie 



9 



3 Relations 

Arccos x + Arcsin x = 7r/2 



x + y 

Arctan x + Arctan y = Arctan h en ou e = 

l-xy 



0 si xy < 1 

1 si xy > 1 et x, y ^ 0 
— 1 si xy > 1 et x, y ^ 0 



Arctan x + Arccot x = n / 2 



Arccot x = 



Arctan 1 /x si x > 0 
7 r + Arctan 1 /x si x < 0 



Arctan x + Arctan 1 /x = sign(a:) x 7r/2 



III Formules 

1 Corollaires du theoreme de Pythagore 



cos 2 x + sin 2 x = 



1 + tan 2 x 

1 tan 2 x 

1 + cot 2 x 1 + tan 2 x 



2 Addition des arcs 

cos (a + b) = cos a cos b — sin a sin b 

sin (a + b) = sin a cos b + sin b cos a 

, . tan a + tan b 

tan(a + b) = - 

1 — tan a tan b 

cos (a — b) = cos a cos b + sin a sin b 

sin (a — b) = sin a cos b — sin b cos a 

. . tan a — tan b 

tan(a — b) = - 

1 + tan a tan b 



p+q p-q 
cos p + cos <7=2 cos — - — cos — - — 

0 . p + q p-q 

snip + sin q = 2 sin — - — cos — - — 



tanp + tang = 



sin(p + q) 
cos p cos q 



p-q p+q 
smp — sin q = 2 sin — - — cos — - — 

0 . p+q ■ p-q 

cos p — coso = —2 sin sin 

2 2 



tanp — tang = 



sin(p — q) 
cos p cos q 



3 Arc double, arc moitie 



cos 2 x = cos 2 x — sin 2 x 

= 2 cos 2 x — 1 
= 1 — 2 sin 2 x 

sin 2 x = 2 sin x cos x 



1 + cos 2 x 



1 — cos 2 x 



tan 2 x = 



2 tan a; 



tana: = 



sin 2 x 1 — cos 2a: 
1 + cos 2 x sin 2 x 
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Trigonometrie 



En notant t = tan — comme dans les regies de Bioche, on a : 

2 1 1 -t 2 



4 Formule de Moivre 



(cos a + i sin a)™ = cos na + i sin?za 

cos 3a = cos 3 a — 3 cos a sin 2 a 
= 4cos 3 a — 3 cos a 

sin 3a = 3 cos 2 a sin a — sin 3 a 
= 3 sin a — 4sin 3 a 



tan 3a = 



3 tan a — tan 3 a 
1 — 3 tan 2 a 



5 Arcs en progression arithmetique 



Y sin kx 

■ 



. nx . (n + l)x 

sin — sin 

2 2 

. x 
sm- 



Y cos kx = 
k = 0 



nx . (n + l)x 

cos — — sm 

2 2 

. x 
sm- 



IV Trigonometrie hyperbolique 



cli 2 x — sh 2 x = 1 

ch (a + b) = cli a ch b + sh a sh b ch p + ch q = 2 ch — ^ — ch 

sh (a + b) = sh a ch b + sh b ch a sh p + sh q = 2 sh — - ch — — ^ 



th (a + 6) = 



th a + th b 
1 + th a th b 



th p + th g = 



sh (p + g) 
ch p ch g 



ch (a — b) = ch a ch b — sh a sh b ch p — ch g = 2 sh — - sh 1-^——^- 



sh ( a — b) = sh a ch b — sh b ch a sh p — sh g = 2 sh — — ^ ch — - 



th (a — b) = 



th a — th b 
1 — th a th b 



th p — th g = 



sh (p - g) 
ch p ch g 



ch 2x = ch 2 x + sh 2 x 

= 2 ch 2 a: — 1 
= 1 + 2 sh 2 x 

sh 2a; = 2 sh x ch x 



o ch 2a; + 1 
ch i= 



sh 2 a: = 



ch 2a; — 1 



th 2x = 



2 th x 
1 + th 2 x 



th x = 



sh 2a: ch 2a: — 1 

ch 2a; + 1 sh 2a: 
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En not ant t 



d’ou 




on a : 



sh x = 



2 1 



cli x = 



l + < 2 
T^t 2 



(ch a + sh a) n = ch na + sh na 

cli 3a = ch 3 a + 3 ch a sh 2 a 
= 4 ch 3 a — 3 ch a 

sh 3a = 3 ch 2 a sh a + sh 3 a 
= 4 sh 3 a + 3 sh a 

3 th a + th 3 a 

th 3a = ;; 

1 + 3 th 2 a 





